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Résumé — Les simulations numériques du comportement mécanique des matériaux hétérogènes doivent
tenir compte de la complexité de leurs microstructures. Au cours des deux dernières décennies, les méth-
odes dites “à base de transformées de Fourier” ont retenu l’attention par leur efficacité et la simplicité de
leur mise en oeuvre. On se propose dans cette étude de comparer 3 méthodes numériques de cette famile,
proposant une convergence accélérée en comparaison de celle du schéma itératif proposé par Moulinec
& Suquet ([1], [2]). On s’intéressera tout particulièrement aux conditions de convergence et au choix des
paramètres permettant une convergence optimale de ces schémas.
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1 Introduction : problème local
Cette étude porte sur un problème élastique linéaire (bien que les méthodes en question puissent être
étendues, sous certaines conditions, au cas des comportements non-linéaires). Le problème à résoudre
sur un volume donné V , est celui d’un matériau de constante élastique connue c(x) dépendant de la
position x, soumis à une déformation macroscopique E et à des conditions aux bords périodiques.
2 Présentation des différents schémas
La méthode numérique initialement proposée par Moulinec & Suquet ([1]) repose sur la résolution
itérative de l’équation de Lippmann-Schwinger et peut être résumée par la relation suivante qui relie
deux itérés successifs εi et εi+1 du champ de déformation :
ε
i+1(x) =−Γ0 ∗
(
(c(x)− c0) : εi(x)
)
+E (1)
où c0 est le tenseur de rigidité d’un milieu élastique linéaire de référence, où Γ0 est un opérateur de
Green associé à c0 et où le symbole ∗ représente l’opération de convolution.
Les conditions sur le paramètre c0 garantissant la convergence du schéma ont été exposées dans ([5])
ainsi que le choix de c0 permettant une convergence optimale. Pour ce schéma, le nombre d’itérations
nécessaire pour atteindre une précision donnée est de l’ordre du contraste entre les propriétés mécaniques
des constituents du matériau hétérogène. Aussi, en particulier pour résoudre des problèmes où le con-
traste entre les phases est grand, différents schémas accélérés ont été proposés dans la littérature.
Eyre & Milton ([3]) ont proposé en 1999 un schéma qui peut s’exprimer par la relation itérative
suivante :
ε
i+1 = εi−2(δc)−1 : c0 :
(
Γ0 ∗ (c0 : εi)−εi +E + Γ0 ∗ (c : εi)
)
qui converge de façon optimale pour le choix de c0 suivant :
k0 =−
√
kmin× kmax, µ0 =−
√
µmin×µmax (2)
Un schéma à base de Lagrangien augmenté utilisant l’algorithme d’Uzawa a été introduit par Michel,
Moulinec & Suquet ([4], [5]) pour résoudre des problèmes à fort contrastes notamment lorsque le com-
portement des phases est non-linéaire. Cet algorithme fait appel, lui aussi, à l’opérateur Γ0 et aux trans-
formées de Fourier.
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Plus récemment, Monchiet & Bonnet ont proposé ( [6]) un algorithme “en polarisation” qui peut se
présenter par la relation itérative suivante :
τ
i+1 = τ i−αc0 : Γ0 ∗ c : εi−β∆0 ∗εi (3)
où la polarisation τ est définie par : τ = (c− c0) : ε et où ∆0 est l’opérateur de Green en contrainte.
3 Comparaison des différents schémas
Monchiet & Bonnet ont montré que le schéma de Eyre & Milton était un cas particulier du schéma
en polarisation (3) pour lequel les paramètres α et β valent respectivement 2 et −2. On peut montrer que
le schéma à base de Lagrangien de [4] en est lui aussi un cas particulier avec : α = 1 et β =−1.
Par ailleurs, une étude des conditions de convergence du schéma (3) permet de trouver une borne
supérieure Ru du rayon spectral R de l’opérateur du schéma itératif dont on peut trouver une expression
simple. Dans le cas où α =−β on peut trouver les conditions sur c0 permettant de minimiser Ru. Comme
pour le schéma accéléré de Eyre-Milron, il s’agit du choix :
k0 =−
√
kmin× kmax, µ0 =−
√
µmin×µmax (4)
De plus, on peut montrer que le choix optimal pour α et β est α = −β = 2, c’est à dire celui du
schéma d’Eyre-Milton.
Ces résultats sont illustrés par l’exemple numérique présenté en figure (1). Pour une microstructure
biphasée donnée, avec un contraste entre les propriétés mecaniques des phases de 10000, on calcule la
réponse à une déformation macroscopique imposée, pour différentes valeurs de k0,µ0. On vérifie que
l’optimum pour tous les schémas accélérés est atteint pour −k0 =
√
10000 = 100 et que le schéma le
plus rapide est celui d’Eyre & Milton.
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Fig. 1 – Nombre d’itérations à convergence pour différents choix du matériau de référence c0, pour un contraste
de 10000 entre les propriétés mécaniques de l’inclusion et de la matrice de la microstructure considérée.
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